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В статье исследуется устойчивость численного метода псевдохаракте-
ристик в цилиндрических координатах. Получены соотношения шагов
между пространственными переменными, при которых выполняется
условие устойчивости Неймана. Также получено, что метод псевдо-
характеристик остается устойчивым, если координата точки по оси r
близка к нулю.
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Введение
В [1] был предложен метод псевдохарактеристик для расчета пространствен-
ных сверхзвуковых течений газа. Метод имеет второй порядок аппроксимации.
Практическое применение метода показало его высокую точность и быстродей-
ствие.
Ранее устойчивость метода псевдохарактеристик в декартовой системе коор-
динат была исследована в [2]. В данной статье исследуется устойчивость метода
пседохарактеристик в применяемой в [1] цилиндрической системе координат и ис-
следуется влияние положения рассчитываемой точки на устойчивость метода.
1. Дифференциальные уравнения и линеаризация
Рассмотрим сверхзвуковое стационарное изоэнергетическое течение идеально-
го газа в цилиндрической системе координат (𝑥, 𝑟, 𝜙). Уравнения, описывающие
такое течение, запишем в следующем виде















𝑘 − 1 , (1)
где 𝜌 — плотность газа, ?⃗? = (𝑢, 𝑣, 𝑤)′ — скорость (верхний индекс штрих - знак
транспонирования), 𝑝 — давление газа, 𝑘 — показатель адиабаты, 𝑀∞ — число
Маха набегающего потока и ∇ — оператор Гамильтона. Все величины взяты в
безразмерном виде и отнесены к параметрам в набегающем потоке.
Систему (1) можно представить в следующем матричном виде
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1− 𝑢2𝑎2 −𝑢𝑣𝑎2 −𝑢𝑤𝑎2 0
𝜌𝑢 0 0 1
0 𝜌𝑢 0 0
0 0 𝜌𝑢 0




𝑎2 − 𝑣𝑤𝑎2 0
𝜌𝑣 0 0 0
0 𝜌𝑣 0 1






−𝑢𝑤𝑎2 − 𝑣𝑤𝑎2 (1− 𝑤
2
𝑎2 ) 0
𝜌𝑤 0 0 0
0 𝜌𝑤 0 0
0 0 𝜌𝑤 1
⎞⎟⎟⎠ ,
𝑓 = 1𝑟 (−𝑣, 0, 𝜌𝑤2,−𝑣𝜌𝑤)′, 𝑎2 = 𝑘 𝑝𝜌 — местная скорость звука, ?⃗? = (𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝)′ —
вектор искомых переменных, ?⃗?𝑥, ?⃗?𝑟, ?⃗?𝜙 – частные производные по соответствую-
щей координате. Система (2) является замкнутой и состоит из четырех уравнений
относительно четырых искомых функций.
Для исследования устойчивости положим 𝑓 = 0. Линеаризуем систему (2)
вдоль маршевой переменной 𝑥:
?⃗? = 𝑉0?⃗?𝑥 + ?⃗?𝑚, 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝𝑚, (3)






𝑚, 𝑝0 ≫ 𝑝𝑚, 𝑉0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ?⃗?𝑚 и 𝑝𝑚 – новые
искомые функции.
В линеаризованной задаче пренебрежем квадратичными членами искомых
функций, то есть будем считать, что при подстановке (3) в (2) такие слагаемые
равны нулю. Также будем считать, что слагаемые, состоящие из произведения
искомых функций и их производных вдоль осей координат, равны нулю. Таким
образом, окончательная линеаризованная система дифференциальных уравнений
примет вид:







𝜌0𝑉0 0 0 1
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∞)− 𝑘−12 𝑉 20 .
2. Метод псевдохарактеристик
Для численного решения системы (4) введем сетку в области течения газа. Все
дальнейшие определения и обозначения взяты из [1]. Расчетная сетка Ω представ-
ляет собой пересечение меридиональных плоскостей 𝜙 = 𝜙𝑖 и равноудаленных
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непересекающихся между собой венков 𝑟𝑗 = 𝑟𝑗(𝑥𝑠, 𝜙). Пусть 𝑥𝑠 = 𝑠ℎ𝑥, 𝑟𝑗 = 𝑗ℎ𝑟 и
𝜙 = 𝑖ℎ𝜙, где ℎ𝑥, ℎ𝑟, ℎ𝜙 – шаги сетки и 𝑠, 𝑖, 𝑗 – целые числа.
Рассмотрим шаблон для расчета искомых газодинамических функций, состо-
ящей из трех точек 1-2-3 (см. Рис. 1) и введем новый базис из тройки единич-
ных свободных векторов (?⃗?1, ?⃗?2, ?⃗?3) по следующим формулам: ?⃗?1 = (?⃗?𝑥 + 𝑟𝑥?⃗?𝑟)𝜏 ,
?⃗?2 = (?⃗?𝑥 − 𝑟𝑥?⃗?𝑟)𝜏 , ?⃗?3 = ?⃗?𝜙, где 𝜏 = 1√
1+𝑟2𝑥
, 𝑟3 = 𝑟1 + ℎ𝑟 = 𝑟2 − ℎ𝑟 и 𝑟𝑥 = 𝑟3−𝑟1ℎ𝑥 .
Рис. 1: Шаблон для расчета точки методом псевдохарактеристик





















где 𝑑𝑞𝑛 – длина дуги линии, к которой вектор ?⃗?𝑛 является касательным (𝑛 = 1, 2, 3).
В методе псевдохарактеристик интегрирование ведется вдоль двух расчетных
поверхностей, являющихся боковыми гранями расчетного шаблона. Боковую по-
верхность, содержащую линию 1-3, мы будем называть псведохарактеристической
поверхностью первого рода, а боковую поверхность, содержащую линию 2-3 – вто-
рого рода. Псевдохарактеристические поверхности, вообще говоря, не совпадают
с характеристическими поверхностями. Однако уравнения, записанные на пседо-
характеристических поверхностях, как и условия совместности в методе характе-
ристик, содержат касательные производные к псевдохарактеристическим поверх-
ностям и не содержат выводящих производных с псевдохарактеристических по-
верхностей. Векторы ?⃗?1 и ?⃗?3 являются касательными к псевдохарактеристической
поверхности первого рода, а векторы ?⃗?2 и ?⃗?3 – к псевдохарактеристической по-
верхности второго рода.


















− ?⃗? = 0. (6)
Система (6) представляет собой 8 уравнений относительно 8-ми неизвестных
(?⃗?𝑚, ?⃗?). В работе [1] показано, что функция ?⃗?𝑚, являющаяся решением систе-
мы (6), также является решением исходной системы (5). На расчетном шаблоне





























Тогда разностная схема, аппроксимирующая уравнения на расчетных поверх-
































Для анализа устойчивости представим искомые функции в виде рядов Фурье
𝑈𝑠𝑖𝑗 =
∑︀∑︀
𝑈𝑠𝑒𝑖1𝑗𝜁𝑒𝑖1𝑖𝜂 и 𝑅𝑠𝑖𝑗 =
∑︀∑︀
𝑅𝑠𝑒𝑖1𝑗𝜁𝑒𝑖1𝑖𝜂, где 𝑅𝑠, 𝑈𝑠 – коэффициенты Фу-
рье, 𝑖 = 𝑘𝜙ℎ𝜙, 𝑗 = 𝑘𝑟ℎ𝑟, 𝑘𝑟 и 𝑘𝜙 – целые волновые числа и 𝑖1 – мнимая единица.































Система уравнений перехода со слоя на слой для объединенного восьмимерного























2 , 𝐷2 =
1









−𝑖1𝜁 , 𝐷6 = −𝐷2𝑒−𝑖1𝜁 , 𝐷7 = 𝐷3𝑒+𝑖1𝜁 , 𝐷8 = −𝐷4𝑒+𝑖1𝜁
и 𝐸4 – единичная матрица размера 4х4.
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Условием устойчивости Неймана для метода псевдохарактеристик является
следующее неравенство [3]
|𝜆| 6 1 + 𝑂(ℎ𝑥), (8)
где 𝜆 – собственное число матрицы перехода со слоя на слой.
Собственные числа матрицы перехода определяются из следующего уравнения
восьмой степени относительно 𝜆 :
𝑑𝑒𝑡
(︂
𝜆𝐷1 −𝐷5 𝜆𝐷2 −𝐷6
𝜆𝐷3 −𝐷7 𝜆𝐷4 −𝐷8
)︂
= 0,
(𝑏3𝑏4 − 𝑏1𝑏5)2((𝑏3𝑏4 + 𝑏1𝑏5)2 + 𝑎11𝑟2𝑥(𝑏3𝑏4 − 𝑏1𝑏5)2 + (𝑏5𝑏2𝑟𝑥)2) = 0,



















, 𝑏5 = −𝜆+𝑒𝑖1𝜁2 , 𝑟1 и 𝑟3 – координаты точек 1 и 3 расчетного шаблона
соответственно.
Рассмотрим первую скобку – уравнение четвертой степени относительно 𝜆.
Подставляя выражения и приводя подобные, получим:
(𝜆2 + 𝜆(𝑒−𝑖1𝜁 − 𝑒𝑖1𝜁)− 1 + 𝜆2 + 𝜆(𝑒𝑖1𝜁 − 𝑒−𝑖1𝜁)− 1)2 = 0,
(𝜆2 − 1)2 = 0,
|𝜆1| = |𝜆2| = |𝜆3| = |𝜆4| = 1.
Первые четыре собственных числа имеют модуль равный единице. Рассмотрим




2 + 𝑞1𝜆 + 𝑞0 = 0, (9)

























2(4 cos2 𝜁 + 2).
Уравнение (9) является уравнением четвертой степени относительно 𝜆. Решая


























Определим соотношения между параметрами течения, при которых выполня-
ется условие устойчивости Неймана (8). Для удобства введем следующие коэф-




Рассмотрим течение газа в сверхзвуковой области, то есть такой, что в лю-






= 𝑀2𝑙𝑜𝑐 > 1, где 𝑀𝑙𝑜𝑐 –
локальное число Маха.
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Численное решение уравнения (9) позволило сделать следующие выводы отно-
сительно устойчивости метода псевдохарактеристик:
1. Метод псевдохарактеристик устойчив при выполенении определенных огра-
ничений на коэффициент 𝑘2, при этом на коэффициент 𝑘1 ограничений нет.
2. Область устойчивости метода псевдохарактеристик (иначе говоря, значения
коэффициента 𝑘2) не зависит от числа Маха набегающего потока 𝑀∞ , а
определяется локальным числом Маха𝑀𝑙𝑜𝑐 в каждой точке области течения
газа. Более того, чем больше локальное число Маха, тем больше коэффи-
циент 𝑘2. Следовательно, при расчете искомых величин в точке, лежащей
близко к звуковой линии (𝑀𝑙𝑜𝑐 = 1), необходимо мельчить шаги, в то время
как при расчете искомых величин в сверхзвуковой области (𝑀𝑙𝑜𝑐 > 1) можно
увеличивать шаги. Таким образом, в методе псевдохарактеристик соотноше-
ние шагов по пространственным переменным может меняться при расчете
течения, при этом не нарушая устойчивости.
3. Метод псевдохарактеристик остается устойчивым, когда координата рассчи-
тываемой точки по оси 𝑟 близка к нулю.
Введем максимальный коэффициент 𝑘2,𝑚𝑎𝑥, при котором метод псевдохаракте-
ристик все еще является устойчивым. Тогда условие устойчивости Неймана для
метода псевдохарактеристик выглядит следующим образом
𝑘2 6 𝑘2,𝑚𝑎𝑥(𝑀2𝑙𝑜𝑐). (10)
Графически это означает, что область устойчивости метода псевдохарактери-
стик находится под графиком 𝑘2 = 𝑘2,𝑚𝑎𝑥(𝑀
2
𝑙𝑜𝑐). Ниже, на Рис. 2, показан график
𝑘2,𝑚𝑎𝑥(𝑀
2
𝑙𝑜𝑐) при 𝑂(ℎ𝑥) = 0, 05.
Рис. 2: Зависимость коэффициента 𝑘2,𝑚𝑎𝑥 от 𝑀
2
𝑙𝑜𝑐
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Заключение
В статье исследована устойчивость численного метода псевдохарактеристик
при расчете пространственного сверхзвукового течения газа в цилиндрической си-
стеме координат (𝑥, 𝑟, 𝜙). Условием устойчивости Неймана для метода псевдоха-
рактеристик является определенное соотношение между шагами ℎ𝑥 и ℎ𝑟, при этом
ограничений на шаг ℎ𝜙 нет. Соотношение между шагами ℎ𝑥 и ℎ𝑟 определяется ло-
кальным числом Маха и позволяет адаптировать шаги сетки к характеру течения
газа в рассматриваемой области. Метод пседохарактеристик является устойчивым
и в тех случаях, когда координата рассчитываемой точки по оси 𝑟 близка к нулю.
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